Pesquisa Operacional I - Notas de aula - Inversa & Simplex, Dual T Alexandre Checoli Choueiri

1 A inversa da base

A inversa

A matriz inversa possui importantes propriedades, que a tornam muito util na resolugao de
sistemas lineares. Como o método Simplex nada mais é do que um sistema de equagoes
lineares, a inversa também desempenha um importante papel no algoritmo. Mas onde ela
esta?” Como a encontramos? Primeiro veremos algumas propriedades da inversa e como
ela se relaciona com sistemas de equacoes lineares.

1. Seja A uma matriz quadrada 4., A matriz dita inversa de A (A_l) é tal que:

A ATT=1

2. Em que I é a matriz identidade (matriz ,,.m ), sendo os elementos da diagonal principal = 1 e
todos os outros 0.

Seja
1 0
A= [10 2}
Temos que:
1|1 =5
A [o 1/2}
Pois

SRR

Considere o sistema linear:

10561 + Xy = 60
2$1 =6

Podemos escreve-lo em notagao matricial como:

(10 1] [x1] _ [60]
_2 0 T2 6

(10 1] [y [60]

2 0| |9 6
_A___ _b_

Podemos trabalhar com o novo sistema em notagao matricial:
A-x=Db

Multiplicando ambos os lados pela inversa A~!
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Al Ax=A"1b:
I

Ficamos entao com:

I-x=A""'b:

o 3 [] = 5]

Ou seja: se encontrarmos a inversa da matriz de coeficientes de um sistema de equacoes lineares,
podemos usa-la para encontrar a solucao do mesmo.

Considerando o sistema:
10 1] ja1| _ (60
2 0 xro o 6
~——

N——— N~
A x b

Ou ainda:

Encontramos A~!:

o

Assim, obtemos a solugao do sistema por meio de:

o L= (€)= L)
] = 1]

Para encontrar a inversa da matriz A, criamos uma matriz identidade de mesma dimensao de A

e as colocamos uma ao lado da outra. Em seguida aplicamos todas as operacoes para transformar
A em I. Ao final, a matriz I se transforma na A~!. Ou seja:

Com solucao:

Al - T1A™!
Considere 01
=2
Adicionando a identidade: 011
A|I:[ 2 00 1}

Agora aplicamos as operagoes para transformar A — 1
e L1 — L1/10
{ 1 1/10 1/10 © ]
2 0 0 1
o Lo — Lo —2L,

1 1/10 1/10 0
[0 ~2/10  —2/10 1]
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° L2 — Lz/(—2/10)

1 1/10 1/10 0
0 1 1 -5

o [ — L — 1/10L2

10 0 1/2
01 1 =5
Ou seja, encontramos a inversa:
1
0

I|A_1:[ (1) 0 1/2]

1 -5

De forma que que inversa fica:

w8 ]

E o que tudo isso tem a ver com o método Simplex?
Considere o seguinte modelo de PL:
max z = T, + 229
r1+w22 <6
1 — T2 S 4
—Z1 + X2 S 4

1,72 >0

Na forma padrao, temos (min z e inserindo varidveis de folga).

minz = —x1 —2T9
1 +x2 a3 =6
X —T2 +x4 =4
—x —+x9o +rs =4

VB -1 2 0 0 0 0
z3 1 1 1 0 0 6
2, 1 -1 0 1 0 4
zs -1 1 0 0 1 4

Colocando os dados em forma tabular:

Note que temos uma matriz identidade (I) logo no inicio do quadro (isso sempre vai ocorrer,
seja com varidveis normais ou artificias).

Note também que x3, x4 € x5 sao as varidveis basicas da solugao inicial.

Seja B a submatriz composta pelas colunas das varidveis bésicas (da tabela original) percebemos
que a submatriz referente as colunas das varidaveis de folga na tabela atualizada é de fato a inversa
dessa submatriz (nesse caso isso é 6bvio, pois B = I, de forma que B! = I).
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vB -1 -2 0 0 0 O
T3 1 1 1 0 0 6
T4 1 -1 0 1 0 4
s -1 1 0 0 1 4

VB -1 -2 0 0 0 0
231 1 10 0 6
Ty 1 -1 10 1 0 4
s -101 0 0 1 4
Varidveis bésicas
Tabela original Tabela atual
T T T3 Ty Ty -Z Tl T T3 Ty X5 -Z
VB -1 -2 0 0 0 VB -1 -2 0 0 0
1 1 1 0 0 6 | a3 1 1 1 0 0 6
1 -10 1 0 4 >xy 1 -10 1 0 4
-101 0 0 1 4 x5 -101 0 0 1 4
Colunas das vb «————— Matriz j\inversa
1 0 0 1 0 0
B=|(0 10 B'=|0 10
0 0 1 Operagoes 0 0 1
para chegar na
mversa: -
Ty T2 r3 X4 Ts Z
VB -1 -2 0 0 0 0
T3 1 1 1 0 0 6
T4 1 -1 0 1 0 4
s -1 (1) 0 0 1 4

Continuando com o Simplex, selecionamos a varidavel xo para entrar na base, e x5 para sair, ou
seja, fazemos o pivoteamento no elemento a4 2 = 1.

1. L1<—L1+2L4
2. LQ(—LQ—L4
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3. L3<—L3+L4

I T2 T3 T4 Is5 -7
VB -3 0 0 0 2 8
T3 2 0 1 0 -1 2
Ty 0 0 0 1 1 8
r9 -1 1 0 0 1 4

A nova tabela fica entao:

I i) xIs T4 Ts5 -Z
VB -3 0 0 0 2 8
T3 2 0 1 0 -1 2
zy O 0 0 1 1 8
o -1 1 0 0 1 4

Com varidveis béasicas 3, T4 € Zo:

Tabela original Varidveis bésicas

Tabela atual

T To T3 Xq Iy -Z X1 i) T3 Tq Is -Z
VB -1 -2 0 0 0 VB -3 0 0 0 2 8
1 1 1 0 0 6| x3 2 0 1 0 -1 2
1 -1 0 1 0 4\ Uy 0 0 0 1 1 8
-101 0 0 1 4 xs -1 01 0 0 1 4

Colunai dasvb «—— Matriz inversa

1 0 1 ] -1

B=]0 1 -1 1

0 0 1 J Operagoes 1

para chegar na
inversa:

1. L2 — L2 — L4
2. L3+ L3+ Ly

X Xro T3 Zq Ts5 -7
VB -3 o o0 0 2 8
e (2) 01 0 -1 2
Ty 0 0 0 1 1 8
Ty -1 1 0 0 1 4
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Continuando com o Simplex, selecionamos a varidvel x; para entrar na base e xg para sair, com
elemento pivd as; = 2.

1. L2<—L2/2
2. Ih+ L1+ 3L,
3. Ly+ Lys+ Lo

ryp X2 T3 T4 Ts -7
VB 0 0 3/2 0 1/2 11
T 1 0 1/2 0 —1/2 1
Ty 0 0 0 1 1 8
XTo 0 1 1/2 0 1 /2 5

A nova tabela fica entao (tabela 6tima):

Ty X2 T3 T4 Ts -7
VB 0 0 3/2 0 1/2 11
T 1 0 1/2 0 —1/2 1
Ty 0 0 0 1 1 8
T2 0 1 1/2 0 1 /2 5

Com varidveis béasicas z1, T4 € To:

Tabela original Varidvels bisicas o hela, atual

I i) I3 Xg Ts5 -Z I T2 T3 Xyg ZTs -Z
VB -1 -2 0 0 0 VB 0 0 3/2 0 1/2 11

1 1 1 0 0 6| x1 1 0 1/2 0 -1/2 1
1 -1 0 1 0 44y O 0 0 1 1 8
101 0 0 1 4 x4 0 1 1/2 0 1/2 5
Colunas das vb «——— Matriz inversa

1 0 1 12 0 —1/2

B = 1 1 -1 - Bl = 0 1 1
Operagoes
-1 0 1 para chegar na 1/2 0 1/2

inversa:
1. Ly < L3 — Ly
. Ly Ly+ Lo

Ly Ly— Ly

2

3. L4 <—L4/2

4

5. Ly« Ly+ Ly
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Conclusao

As operagoes realizadas na tabela Simplex (pivoteamento), sdo exatamente as mesmas que
realizamos para transformar uma matriz (no caso do Simplex, uma coluna por vez) na iden-
tidade. Ainda, como iniciamos a tabela com uma matriz identidade (I), sempre teremos a
inversa da matriz composta pelas colunas das varidveis bdsicas (no problema original), na
tabela atualizada, representada nas colunas que na primeira iteracao formavam a identidade.

Atencao

Sempre teremos uma matriz identidade ao inicio do Simplex (onde a inversa fica armazenada),
porém em alguns casos podemos perdé-la ao remové-la da tabela, como no caso da Fase I.
A matriz identidade inicial é formada pelas varidveis artificiais, que sao removidas apds o
fim da Fase I. Dessa forma, se a inversa precisar ser usada, nao excluir as colunas das
variaveis artificiais ao fim da Fase 1.

Agora que mostramos que a inversa é usada na resolugdo de sistemas lineares, e que de fato ela
também esta presente na tabela Simplex, podemos usa-la para encontrar o quadro 6timo Simplex
de forma genérica. Com esse quadro podemos confirmar trés hipéteses importantissimas a
respeito da solugao 6tima do Simplex:

1. Podemos calcular todos os dados da tabela Simplex somente sabendo quais sao as variaveis
bésicas (usando a inversa).

2. Sempre que encontramos a solucao 6tima do problema primal, também obtemos a solucao
6tima do dual.

3. Durante a resolucao do primal, as solugoes do dual sao infactiveis e as do primal factiveis. Na
otimalidade, ambas sao factiveis.

w0

g

=

Q

g Inversa da base @
-

=

E Quadro Simplex 6timo

:Cé} em funcao da Inversa

8

32

% Célculo da || Solugdo do dual || Primal factivel
Z || tabela com base || pelo quadro pri- | |- dual infactivel
© || na inversa mal (Dual Simplex)
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2 Quadro Simplex 6timo e a Inversa

Considere o modelo de PL na forma padrao, escrito em notacao matricial:

min z = ¢'x

Ax=Db
x>0

Em que:

1. ¢” é o vetor dos coeficientes da funcio objetivo.
2. A é a matriz tecnoldgica.

3. b é o vetor dos recursos.

Por exemplo, para o seguinte modelo na forma padrao, quem seriam os termos A, ¢’, be 27?

minz = —x; —2T9
T +x2 +x3 =6
I —x2 “+x4 =4
-1 +x9 +ry =4
Temos que:
1 1 1 0
A= 1 -1 0 1 0

c'=[-1 -2 0 0 0]
b"=[6 4 4]
XT:[:El To X3 T4 LC5]

Dessa forma, o modelo reescrito na forma matricial fica:

T
)
minz=[ -1 -2 0 0 0] | 3
cT T4
Ts
x
Sujeito a:
T
1 1 1 0 0 T2 6
1 -1 0 1 0 3 | = | 4
-1 1 0 0 1 Ta 4
A 5 b
——
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Pesquisa Operacional I - Notas de aula - Inversa & Simplex, Dual T Alexandre Checoli Choueiri

Podemos reescrever o modelo separando as varidveis e coeficientes basicos, da seguinte forma:

min z = chxp 4+ chxyn
BXB + NXN =b
x>0
Em que:
1. ¢k e ¢k sdo os vetores dos coeficientes das varidveis bdsicas e nao bésicas na funcio objetivo.
2. xp € x sao as variaveis basicas e nao bésicas.
3. B e N sao as matrizes dos coeficientes referentes as variaveis basicas e nao béasicas.

4. b é o vetor dos recursos.

Quem sdo entdo os termos bésicos (ch.B, x5) e ndo basicos (cL,N, x5)?

T
T2
minz=[-1 -2 0 0 0] | a3
Ty
Ty
Sujeito a:
Ty
1 1 1 0 0 T2 6
1 -1 0 1 0 3 | =] 4
-1 1 0 0 1 T4 4
L5

Quem sao entdo os termos basicos (ch.B, x5) e nao basicos (c,N, 25)?

1
]
minz:[—l -2 0 0 O] T3
XTq
Zs
Sujeito a:
T
1 1 1 0 0 T2 6
1 -1 0 1 0 r3 | =1 4
-1 1 0 0 1 T4 4
Ts
Dessa forma, o modelo reescrito na forma matricial fica:
. I3 I
minz=[0 0 0] | o |+[ 1 2]{@]
% Ts A T
T
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Sujeito a:
100 3 11 6
01 0 e |+ 1 -1 [“‘1}_ 4
00 1 5 11 2 4
B B o b

Considerando entao o sistema escrito com os termos béasicos e nao bésicos separados:

min z = chxp + chxyn
BXB + NXN =b
x>0

Podemos reescrever o problema de forma que a funcao objetivo seja considerada uma restrigao

do sistema:

(—2)+chxp + chxn=0
Bxg+Nxy =b

O que devemos fazer para esse sistema ser canonico em relacdo as varidveis bésicas (zn)?

1. Todas as variaveis basicas devem ter coeficiente 1 em suas linhas e zero em todas as outras.

Isso é o equivalente a termos uma matriz identidade multiplicando as v. bésicas, para conseguir isto,

basta multiplicar a segunda equacao matricial por B~!, obtendo:

(—2)+ckExp + chxn =0
B 'Bxgz+ B 'Nxy=B 'b
I

Portanto:

(—2)+cpxp + cyxn =0

Ixg + B 'Nxy=B 'b

Ainda, para deixarmos o sistema canonico em relacido a xpg é necessario que:

2. Os termos na fungdo objetivo referentes as varidveis bésicas (c5xp) sejam zerados.

Podemos fazer isso multiplicando a linha 2 por ¢k e subtraindo da linha 1, ficamos com:

(—2) + (ch —cEB 'N)xy = —-cEB™'b
Ixp + B 'Nxy =B 'b

Se escrevermos na forma tabular do Simplex, temos que (omitindo a coluna —z):

XB XN —z
0 (ck—cEB'N) —cLB™'b
I B !N B~ 'b

2 QUADRO SIMPLEX OTIMO E A INVERSA
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Inversa da base

Quadro Simplex étimo
em funcao da Inversa

n

<

z

=

[}

g

z

-

3

e

[}

o2

=

=]

<t

w0

j)

9

12}

% Calculo da
Z || tabela com base
© | na inversa

Solugao do dual
pelo quadro pri-

mal

Primal factivel
- dual infactivel
(Dual Simplex)

Com a tabela genérica, temos uma forma de, a partir de uma base, recuperar todos os coeficientes
da tabela Simplex para aquela determinada iteragao do algoritmo. Considere o seguinte modelo na
forma padrao canénica. Sabendo que a solugao 6tima tem varidveis xp,r4 € T2 na base, quais os

valores da tabela Simplex final?

min —x; —2x9
X +xo +x3 =
T —T2 “+x4 =4
—x1 —+2x9 +xs =4
min —x; —2x9 0 0
X +xo +x3 0 =6
il —x2 0 +x4 =
—Z1 —+2x9 0 0 +xs =4
€Tq €T9 T3 X4 Ts -7
VB 7 ? ? ? ? ?
T1 ? ? ? ? ? ?
T4 ? ? ? ? ? ?
To ? ? ? ? ? ?
Coletando os dados necessarios do problema original:
min —x; —2x9 0 0
X +xo +x3 0 =6
xr1 —T9 0 414 =4
—X +932 0 O +I5 = 4

L. 2L = (21,24, 22) e 2% = (23, 25)

2 QUADRO SIMPLEX OTIMO E A INVERSA 11
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2. ¢ =[-1,0,-2] e % =[0,0]

3.
1 0 1
B=| 1 1 -1
-1 0 1
4,
10
N=|0 0
0 1
5. 67 =1[6,4,4]

O primeiro passo é calcular a matriz inversa de B (base):

1 0 1
B= 1 1 -1
-1 0 1
Assim, temos que:
[ 1/2 0 —1/2
B'=| 0 1 1
| 1/2 0 1/2
Pela tabela, temos que:
XB XN —Zz
0 (§—-cEB™'N) —cLB'b
I B™'N B 'b

Atualizando os coeficientes da fungao objetivo referentes as varidveis nao basicas (zy = (3, 25):

VB 7 ? ? ? ? ?
xy 7 ? ? ? ? ?
xy 7 ? ? ? ? ?
ro 7 ? ? ? ? ?
Pela tabela, temos que:
XB XN —Zz
0 (ch —cEB7'N) —cEB™'b
I B™'N B™'b

2 QUADRO SIMPLEX OTIMO E A INVERSA 12
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VB
T
Ty
)

N ) D D
NN D D

PRGN )
N ) D D

NN D
D ) D

Atualizando os coeficientes da fungao objetivo referentes as varidveis nao bésicas (zny = (z3, z5):

1/2 0 —1/2] |1 ©
(ch—cpB'N)=[0 0]—[-1 0 —2]|0 1 1 | |0 0]=[3/2 1/2]
————
N o /2 0 1/2 0 1
B! N
1 T2 T3 T4 X5 -z
VB 7 ? 3/2 7 1/2 7
T1 ? ? ? ? ? ?
T4 ? ? ? ? ? ?
To ? ? ? ? ? ?
Pela tabela, temos que:
XB XN —z
0 (ck—cEB'N) —cEB'b
I B'N B 'b
Atualizando os coeficientes da matriz N.
xry T2 I3 Ty Ty -7
VB 7 ? 3/2 7 1/2 7
1 ? ? ? ? ? ?
T4 ? ? ? ? ? ?
To ? ? ? ? ? ?
1/2 0 —=1/2] |1 O 1/2 —1/2
B'N=|0 1 1 0 0|=1]0 1
1/2 0 1/2 0 1 /2 1/2
——
B! N

Substituindo no quadro temos:
Pela tabela, temos que:

2 QUADRO SIMPLEX OTIMO E A INVERSA 13
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Ty X2 I3 T4 T3 -7
VB ? ? 3/2 7 1/2 ?
7 ? 1/2 7 -1/2 7
zy 7 7 0 ?7 01 ?
x, 7 ? 1/2 7 1/2 7
XB XN —z
0 (5 —ckB™'N) —cLB™'b
I B !N B 'b

Atualizando a matriz das varidveis bésicas e os coeficientes na fungéo objetivo (nenhum célculo
é necessario, 0 na fo e a identidade na matriz).OBS: Lembre-se que as colunas da identidade seguem
a ordem das varidveis (1,24, 22).

Ty T2 I3 T4 T3 -7
VB 7 ? 3/2 7 1/2 7
o 77 12 7 12 7
Ty ? ? 0 ? 1 ?
xo 7 ? 1/2 7 1/2 7
Substituindo no quadro temos:
ry X2 I3 Ty T3 -7
VB 0 0 3/2 0 1/2 7
10 1/2 0 -1/2 ?
gy 0 0 O 1 1 ?
2 0 1 1/2 0 1/2 7
Pela tabela, temos que:
XB XN —Z
0 (ch—ckB™'N) LB 'b
I B 'N B 'b

Finalmente, atualizando os valores de —z e b.

1/2 0 -1/2] [6
—cpB'b=—[-1 0 -2]|0 1 1 | [4]=11
N———
y’ /2 0 1/2 ] |4
B! b

2 QUADRO SIMPLEX OTIMO E A INVERSA 14
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Ty X2 I3 T4 T3 -7
VB 0 0 3/2 0 1/2 7
rr 1 0 1/2 0 -1/2 7
Ty 0 0 0 1 1 ?
r, 0O 1 1/2 0 1/2 7
7 1/2 0 —1/2] [6 1
B'b=|0 1 1 4| =18
1/2 0 1/2 | |4 5

B! b

Substituindo no quadro temos: Note que conseguimos recuperar todas as informagoes do quadro

r1 T2 I3 Ty Ts -7
VB 0 0 3/2 0 1/2 11
T 1 0 1/2 0 -1/2 1
Ty 0 0 0 1 1 8
To 0 1 1/2 0 1/2 5

final, usando somente os dados iniciais e a inversa da base tima (compare com o quadro do inicio
da apresentagao).

3 Conclusao

Com as relagdes matematicas da tabela, conseguimos reconstruir o quadro Simplex referente

a qualquer conjunto de varidveis béasicas (com colunas = B), basta encontrarmos a inversa
da base (B71).
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Pesquisa Operacional I - Notas de aula - Inversa & Simplex, Dual T Alexandre Checoli Choueiri

o2}

g

<

[}

g Inversa da base

-

=

ﬁ Quadro Simplex étimo

:% em funcao da Inversa

@

% Célculo da || Solugao do dual || Primal factivel
Z || tabela com base || pelo quadro pri- | |- dual infactivel
© || na inversa mal (Dual Simplex)
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